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Лабораторная работа № 1

Оценка математического ожидания стационарных случайных процессов

 Цель работы: изучение видов оценки математического ожидания стационарных случайных процессов; определение количественных показателей оценки математического ожидания; определение дисперсии оценки математического ожидания различными методами; выбор шага дискретизации реализации стационарных случайных процессов.

Содержание работы

 Применение методов математической статистики к системам автоматического регулирования объясняется тем, что они работают в условиях, когда на входы и выходы системы автоматического регулирования вместе с полезными сигналами попадают случайные возмущения. Как правило, эти случайные возмущения меняются во времени и являются случайными функциями времени. Согласно принятой терминологии будем называть случайные функции времени случайными процессами.

 Значение случайного процесса в произвольный момент времени 
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 будем обозначать 
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)

t

ξ

. Случайные процессы характеризуются законом распределения вероятностей. При проведении испытаний систем автоматического регулирования параметры закона распределения вероятностей определяются по экспериментальным данным. Точное определение всех параметров закона распределения по экспериментальным данным произвести невозможно. Поэтому в качестве параметров закона распределения принимают функционалы реализаций случайных процессов, полученные при проведении испытаний. Эти функционалы называют оценками соответствующих параметров. Согласно принятым корреляционным методам исследования систем автоматического регулирования в качестве оцениваемых параметров принимаются:
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  —    математическое ожидание случайного процесса;

[image: image4.wmf](

)

t

2

ξ

σ

    —   дисперсия случайного процесса;
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 –  корреляционная функция.
  Для стационарных случайных процессов вместо корреляционной функции в ряде случаев рассматривается спектральная плотность процесса 
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 Применение методов корреляционной теории для исследования систем автоматического управления возможно, если конечные значения стационарного случайного процесса, вычисленные через равные промежутки времени, т.е. случайная последовательность, имеют нормальный закон распределения. Основываясь на многократных экспериментах, проведенных для различного рода технологических процессов, не нарушая общности примем, что обрабатываемые случайные последовательности подчиняются именно нормальному закону распределения случайных величин.

 Поскольку данная работа посвящена отысканию оценок математического ожидания стационарного случайного процесса, то приведем несколько общих формул для определения основных статистических величин.

 Математическим ожиданием функции 
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   (1.1)
где 
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 – ​ закон распределения вероятностей.

 Под корреляционной функцией будем понимать функцию двух переменных 
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(1.2)
где 
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 – центрированные случайные процессы в моменты времени 
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. Корреляционная функция стационарного случайного процесса зависит только от разности 
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, то целесообразно рассматривать нормированную корреляционную функцию:
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    Корреляционная функция стационарных случайных процессов связана со спектральной плотностью соотношением
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   Рассмотрим методику вычисления оценок математического ожидания для определенного типа нормированной корреляционной функции случайного процесса [1]. Пусть случайный процесс 
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 характеризуется нормированной корреляционной функцией 
[image: image21.wmf](

)

τ

α

e

τ

ρ

×

-

=

. Такой стационарный случайный процесс является решением дифференциального уравнения
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где 
[image: image23.wmf](

)

t

'

ζ

 –  процесс с постоянной спектральной плотностью.

 Спектральная плотность процесса 
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 определяется по (1.4) и равна
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 Сравним оптимальную оценку этого процесса, полученную по непрерывной реализации, со среднеинтегральной, среднеарифметической и оптимальной для дискретной реализации оценками. Найдем сначала оптимальную весовую функцию для оценки математического ожидания 
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 и минимальную дисперсию оценки, отвечающую этой весовой функции.

 Оптимальная весовая функция характеризуется своей спектральной характеристикой 
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, которая может быть определена, если спектральная плотность процесса 
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 рациональна и всюду отлична от нуля
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(1.7)
где 
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 –  решения уравнений числителя и знаменателя (1.7).

 Тогда сравнивая (1.6) и (1.7), видно, что
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(1.8)
 Для того, чтобы оценка математического ожидания не зависела от значений реализации вне интервала 
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 спектральная характеристика весовой функции должна быть целой функцией 
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 В этом случае будем искать функции 
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где
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(1.13)
 Применяя (1.9) – (1.11), можно записать выражение для спектральной характеристики весовой функции в виде
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 Полученная функция 
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 должна быть аналитической и поэтому в 
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 нулях функции 
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 числитель (1.14) должен обращаться в нуль. Эти условия и условие 
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 уравнения для определения коэффициентов 
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при 
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    (1.16)
 В общем случае величина 
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 (1.17)
 В нашем случае, используя (1.8) система уравнений (1.15) сводится к одному уравнению при 
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решается подстановкой 
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 Подставляя эти формулы в (1.10) и (1.11), получим
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Окончательно по (1.9)
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 Эта спектральная характеристика является суммой спектральных характеристик двух весовых функций
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 Следовательно, оптимальной оценкой математического ожидания будет
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 Дисперсия этой оценки, определенная по (1.17)
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является минимальной.

 Если в качестве оценки взять среднеинтегральное значение реализации на интервале 
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и дисперсия этой оценки будет равна
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(1.20)
 Рассмотрим теперь стационарную случайную последовательность, имеющую нормальный закон распределения, полученную из этого процесса путем фиксации его значений с интервалами 
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(1.21)
где 
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 – количество участков разбиения реализации; 
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где 
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  –  время реализации; 
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  –  количество точек.

 Оценка математического ожидания по (1.21) является несмещенной. Дисперсия оценки 
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 На практике часто в качестве весовой функции берут 
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(1.24)
 Оценка исследуемой статистической характеристики будет оптимальной, если выполняется равенство
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 Подставляя в (1.25) выражение для 
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 (1.21), получим
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     (1.26)
 Произведя действия внутри фигурных скобок, внесем оператор математического ожидания под знак суммы, тогда уравнения (1.26) переходят в систему уравнений
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(1.27)
     Решение этой системы совместно с уравнением 
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 дает значение оптимальной весовой функции. Применительно к рассматриваемой задаче величина дисперсии среднеарифметической оценки по (1.24) будет равна
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 Для определения весовой функции оптимальной оценки математического ожидания по дискретной реализации необходимо решить систему уравнений (1.27). Учитывая, что нормированная корреляционная функция 
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, то решением системы (1.27) является
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(1.29)
 Таким образом, обобщим полученные результаты вычисления дисперсии оценки математического ожидания по (1.19), (1.20) и (1.29) в табл. 1.1:
Таблица 1.1

Дисперсия оценки математического ожидания.
	Метод оценки
	Формула 

	Оптимальный
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	       Среднеинтеграль-

                ный
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                                                                                  Окончание табл. 1.1
	Метод оценки
	               Формула

	               Среднеарифмети-

     ческий
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Порядок выполнения работы

1.  Выбрать из таблицы 1.2 показатель затухания корреляционной связи 
[image: image94.wmf]α

 (номер варианта соответствует порядковому номеру списка группы).

                                                                                        Таблица 1.2.
Параметры показателя затухания 
[image: image95.wmf]α


	Вариант
	
[image: image96.wmf]α


	Вариант
	
[image: image97.wmf]α


	Вариант
	
[image: image98.wmf]α



	1
	1,5
	14
	2,9
	27
	1,72

	2
	2,3
	15
	2,82
	28
	2,13

	3
	1,2
	16
	1,64
	29
	2,91

	4
	3,6
	17
	1,21
	30
	2,67

	5
	2,7
	18
	1,81
	31
	3,55

	6
	3,05
	19
	2,38
	32
	3,07

	7
	1,44
	20
	2,53
	33
	2,06

	8
	2,25
	21
	3,16
	34
	1,38

	9
	3,2
	22
	3,51
	35
	1,44

	10
	2,65
	23
	3,86
	36
	3,15

	11
	1,83
	24
	2,12
	37
	3,02

	12
	3,46
	25
	2,55
	38
	2,33

	13
	2,76
	26
	1,29
	39
	2,61


2.  Примерно оценить необходимую длительность наблюдения случайного процесса 
[image: image99.wmf]T

 для каждого конкретного значения 
[image: image100.wmf]α

, задавшись относительной точностью 
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 [2]. Тогда, на основании формулы (1.19), 
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3.  Изобразить график исследуемой корреляционной функции на интервале наблюдения 
[image: image104.wmf]T

.

4.  Рассчитать дисперсию оценки математического ожидания случайного процесса двумя методами: оптимальным и среднеинтегральным.

5.  Приняв значение дисперсии оптимальной оценки равным значению дисперсии среднеарифметической оценки, определить оптимальное количество участков разбиения реализации случайного процесса 
[image: image105.wmf]N

 и интервал разбиения 
[image: image106.wmf]D

. При расчете относительную погрешность 
[image: image107.wmf]%
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 принять равной 5%.

6.  Для интервала 
[image: image108.wmf](
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 получить у преподавателя реализацию случайной последовательности своего варианта, подчиняющейся нормальному закону распределения случайной величины.

7.  Исходя из оптимального количества участков разбиения случайной последовательности 
[image: image109.wmf]N

, рассчитать оптимальную весовую функцию.

8.  Построить график оптимальной весовой функции.

9.  Определить среднеарифметическую оценку математического ожидания с помощью оптимальной весовой функции и по весовой функции 
[image: image110.wmf]N
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10. Сравнить полученные результаты.
Содержание отчета

 Отчет должен содержать: название, цель работы; формулы для расчета дисперсии оценок математического ожидания случайного процесса; алгоритм и программу расчета интервала разбиения реализации; график случайной последовательности; процедуру нахождения оптимальной весовой функции; расчеты оценок математического ожидания случайной последовательности двумя методами; сравнительный анализ полученных результатов; выводы.

Контрольные вопросы

1.  Перечислите основные статистические характеристики стационарных случайных процессов.

2.  Графически изобразите исследуемую корреляционную функцию.

3.  Дайте определение нормированной корреляционной функции.

4.  Опишите методику получения оптимальной дисперсии оценки математического ожидания случайного процесса.

5.  Опишите методику получения среднеарифметической оценки математического ожидания случайного процесса.
Лабораторная работа № 2
Оценка дисперсий стационарных случайных процессов

     Цель работы: изучение видов оценки дисперсии стационарных случайных процессов; определение количественных показателей оценки дисперсии; определение дисперсии оценки дисперсии различными методами.
                                Содержание работы
  После оценки математического ожидания перейдем к оценке дисперсий стационарных случайных процессов. Известно, что нормированная корреляционная функция процесса зависит от коэффициентов дифференциального уравнения, порождающего этот процесс, а дисперсия зависит от возмущающего шума. Поэтому на практике часто встречаются случаи, когда нормированная корреляционная функция задана параметрами системы, но необходимо определить дисперсию на выходе, например, дисперсию возмущающего сигнала. Поэтому рассмотрим оценку дисперсии при известной нормированной корреляционной функции вида 
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  Оценка  дисперсии  стационарных  случайных  процессов может быть произведена как при известном, так и при неизвестном   математическом ожидании  случайного  процесса.  В случае  известного  математического  ожидания , не  нарушая  общности  , положим  математическое ожидание равным  нулю. Рассмотрим  этот  простейший случай. Оценка дисперсии стационарного   случайного   процесса    при   нулевом    математическом ожидании равна
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(2.1)
где 
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 – весовая функция, удовлетворяющая условию; 
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 – интервал наблюдения случайного процесса; 
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  Величина 
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 является несмещенной оценкой дисперсии 
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  Точность оценки дисперсии 
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    (2.3)
  Подставляя в это выражение (2.1), получим
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  Из этой формулы следует, что определение дисперсии оценки (2.1) требует знания корреляционной функции квадрата случайного процесса. 

  Искомую корреляционную функцию не центрированного квадрата нормального центрированного стационарного случайного процесса получим из [3]
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(2.5)
и выражение для дисперсии оценки 
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  Сравнивая (2.6) с выражением для определения дисперсии величины оценки математического ожидания
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видно, что они различаются только множителем два перед интегралом и квадратом корреляционной функции в подынтегральном выражении. Поэтому все исследования способов определения оценки дисперсии стационарного случайного нормального процесса в значительной мере совпадают с исследованиями лабораторной работы №1. Так же как и при оценке математического ожидания, можно применять для оценки дисперсии оптимальные весовые функции.

  Рассмотрим получение оптимальной оценки дисперсии. Случайный стационарный процесс характеризуется нормированной корреляционной функцией 
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 и, следовательно, спектральная плотность этого процесса
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(2.8)
  Сравнивая эту спектральную плотность со спектральной плотностью (1.6), видно, что для оценки дисперсии рассматриваемого процесса можно применить результаты, полученные для оценки математического ожидания. Оптимальная оценка дисперсии
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(2.9)

аналогична оценке (1.18) и имеет минимальную дисперсию, равную
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  Если в качестве оценки дисперсии брать среднеинтегральное значение процесса 
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(2.11)
то дисперсия оценки будет равна
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  (2.12)
  Рассмотрим теперь получение оценки дисперсии стационарных случайных последовательностей. Если математическое ожидание известно, то в качестве оценки дисперсии принимается величина
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(2.13)
где 
[image: image139.wmf]i

a

 –  весовая функция.

  Оценка дисперсии (2.13) является несмещенной. Дисперсия этой оценки аналогично случаю непрерывной реализации определяется по формуле
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  (2.14)
  В случае нормальной стационарной последовательности корреляционная функция 
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 и, следовательно,
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  Сравнивая эту формулу с (1.23), видно, что все выводы и результаты, полученные при оценке математического ожидания стационарных случайных последовательностей, полностью распространяются на случай оценки дисперсии нормальных стационарных случайных последовательностей при известном математическом ожидании. В частном случае, когда 
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, вместо (2.15) можно воспользоваться следующим выражением:
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(2.16)
  Как и при оценке математического ожидания, выбор оптимальной весовой функции, обеспечивающей минимум дисперсии оценки (2.13), произведем, решая систему уравнений
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(2.17)
  Таким образом, обобщим полученные результаты вычисления дисперсии оценок дисперсий стационарного случайного процесса по (2.10), (2.12) и (2.14) в табл. 2.1:
                                                                                                 Таблица 2.1

Дисперсия оценки дисперсии с. с. п.
	Метод оценки
	Формула 

	Оптимальный
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	Среднеинтегральный
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	Среднеарифметический
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Порядок выполнения работы

1.  Выписать следующие данные из результатов выполнения лабораторной работы №1: параметры нормированной корреляционной функции 
[image: image150.wmf](
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, время наблюдения за случайным процессом 
[image: image151.wmf]T

, количество участков разбиения случайного процесса 
[image: image152.wmf]N

, значения случайной последовательности.

2.  Рассчитать дисперсию оценки дисперсии оптимальным и среднеинтегральным методами. Сравнить полученные результаты.

3.  Рассчитать среднеарифметическую оптимальную дисперсию оценки дисперсии случайной последовательности и оптимальную весовую функцию по формуле (2.17).

4.  Построить график оптимальной весовой функции.

5.  Рассчитать среднеарифметическую дисперсию оценки дисперсии случайной последовательности, если весовая функция имеет вид: 
[image: image153.wmf]N
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. Сравнить с результатами, полученными в п.п. 2,3

6.  Вычислить оценку дисперсии случайной последовательности по оптимальной весовой функции и весовой функции вида 
[image: image154.wmf]N
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. Сравнить полученные результаты.
Содержание отчета

  Отчет должен содержать: название, цель работы; исходные данные для выполнения, взятые из лабораторной работы № 1; формулы для расчета дисперсии оценок дисперсии случайного процесса; расчет оптимальной дисперсии оценки дисперсии случайного процесса оптимальным и среднеинтегральным методами; алгоритм и программу расчета оптимальной весовой функции случайной последовательности; расчет оценки дисперсии случайной последовательности двумя методами; сравнительный анализ полученных результатов; выводы.

Контрольные вопросы

1.  Дайте определение дисперсии стационарного случайного процесса (последовательности).

2.  Опишите методику получения оптимальной оценки дисперсии случайного процесса.

3.  Опишите методику расчета среднеарифметической оценки дисперсии случайной последовательности.

4.  Опишите методику расчета оптимальной весовой функции случайной последовательности.

5.  Дайте сравнительную оценку обычной и оптимальной весовых функций.
Лабораторная работа № 3

Определение корреляционных функций эргодических
центрированных случайных процессов

   Цель работы: изучение методики определения автокорреляционных функций по экспериментальным реализациям случайного процесса и методов аппроксимации корреляционных функций аналитическими выражениями.
Содержание работы

    Для определения корреляционной функции 
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 (3.1)
где 
[image: image158.wmf]*
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 –  интервал корреляции случайного процесса.

   Для достижения приемлемой точности вычисления корреляционной функции длина реализации случайного процесса 
[image: image159.wmf]T

 должна быть существенно больше интервала корреляции 
[image: image160.wmf]*
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 этого процесса.
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      Вычисление корреляционной функции обычно осуществляется на четверти интервала наблюдения, т.е. 
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 [2]. Разделим промежуток времени 
[image: image162.wmf]*

T

 на 
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 интервалов  длительностью 
[image: image164.wmf]D

 (рис. 3.1).
Рис. 3.1. Дискретизация центрированного случайного процесса 
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      Период дискретизации 
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 необходимо выбирать, используя так называемые  
[image: image167.wmf]l

-характеристики,  представляющие  собой  зависимость
относительной погрешности вычисления статистической характеристики по дискретной последовательности по сравнению со статистической характеристикой, вычисленной для непрерывного представления процесса [2]. 
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-характеристика является функцией 
числа 
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, т.е. 
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 не более 10 % рекомендуется задаваться значением величины 
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 дискретные значения, кратные 
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(3.2)
      Очевидно, что при сделанных допущениях интеграл в формуле (3.1) можно заменить суммой:
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(3.3)

     Тогда отдельные точки корреляционной функции как среднее значение по парных произведений ординат кривой реализации, могут быть подсчитаны с помощью выражений:
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    Если ввести обозначения:
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(3.4)
и принять во внимание, что при 
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(3.5)

     Полученная в результате расчета по формуле (3.5) автокорреляционная  функция  
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  будет  представлять  собой  вид,  изображенный  на 
рис. 3.2.
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     Затем полученную корреляционную функцию нормализуют согласно выражения (1.3), получая нормированную корреляционную функцию 
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, что позволяет сопоставлять корреляционные функции независимо от того, равны или отличаются среднеквадратические их значения. Очевидно, что 
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Рис. 3.2. Автокорреляционная функция 
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     Полученная таким образом корреляционная функция обычно аппроксимируется какими-либо математическими зависимостями.


Автокорреляционные функции, встречающиеся в технических приложениях, с достаточной для инженерных расчетов точностью могут быть аппроксимированы рядом, членами которого являются экспоненциальные функции

[image: image187.wmf](

)

.

e

τ

ρ

1

τ

ξ

å

=

×

-

×

=

n

k

c

k

k

A




(3.6)
или экспоненциально-косинусные функции вида
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(3.7)
[image: image350.wmf]1
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     Примерный вид нормированной корреляционной функции 
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 представлен на рис. 3.3
Рис. 3.3. Нормированная корреляционная функция 
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    Существуют различные методы аппроксимации автокорреляционной функции. Один из методов аппроксимации разработали Дж.Х. Леннит и Р.Г. Беттин [4]. Предположим, что автокорреляционная функция может быть приближенно представлена выражением (3.6). Метод аппроксимации автокорреляционной функции суммой экспоненциальных функций (3.6) состоит в следующем. Рассмотрим случай, когда величины 
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 в (3.6) выбираются равными 
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 - некоторое положительное число, а 
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Тогда (3.6) запишется в следующем виде:
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(3.8)
     Для определения коэффициентов в уравнении (3.8) построим систему ортогональных нормированных функций 
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. Условия ортогональности этих функций следующие:
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(3.9)

   Условия нормированности:
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(3.10)

   Для того, чтобы построить систему ортогональных и нормированных функций, пригодных для аппроксимации вида (3.8), воспользуемся последовательностью следующего вида:
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(3.11)

   Последовательность (3.11) не является ортогональной, однако, можно построить линейные комбинации из этих функций, обладающих свойствами ортонормированности (3.9) и (3.10).


   Представим функции 
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(3.12)

     Коэффициенты 
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 в (3.12) определяются из условий ортогональности и нормированности (3.9) и (3.10). Коэффициент 
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 в (3.12) выбирается из условий нормированности функции 
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    Коэффициенты 
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 и 
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 определяются из условий нормированности функции 
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откуда получаем
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      Аналогичным образом можно найти все другие коэффициенты 
[image: image212.wmf]ki
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 в (3.12).


    Приведем результаты этих вычислений для определения ортогональных функций до значения 
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(3.13)

     Попытаемся теперь представить выражение для автокорреляционных функций в виде линейной комбинации ортогональных функций (3.12), т.е. в виде:
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(3.14)

     Коэффициенты определим из условия минимума среднего квадрата ошибки аппроксимации
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     Пользуясь обычной процедурой метода наименьших квадратов, приравняем частные производные функционала (3.15) по коэффициентам 
[image: image217.wmf]k

B

 к  нулю:
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   Подставляя в уравнение (3.16) значения из уравнения (3.15), получаем:
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Учитывая, что (3.9) и (3.10)
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получаем:
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Если выражение (3.17) приравнять нулю (3.16), получим выражение для определения коэффициентов 
[image: image222.wmf]k
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(3.18)

Формулы (3.18) определяют коэффициенты в уравнении (3.14) для приближенной аппроксимации 
[image: image224.wmf](
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 методом наименьших квадратов. Поскольку функции 
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 в (3.18) являются линейными комбинациями функций 
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, то тем самым будет получено наилучшее приближенное представление автокорреляционной функции в виде суммы экспоненциальных функций по методу наименьших квадратов.

Порядок выполнения работы

1.  Для выбранного интервала корреляции 
[image: image227.wmf]*

T

 рассчитать количество участков разбиения реализации случайного процесса 
[image: image228.wmf]N

, длительность интервала разбиения 
[image: image229.wmf]D

. 

2.  Отцентрировать случайную последовательность. Для этого от каждого значения 
[image: image230.wmf](
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 нужно вычесть оптимальную среднеарифметическую оценку математического ожидания 
[image: image231.wmf]x

m

, определенную в лабораторной работе № 1.

3.  Определить    значение    автокорреляционной    функции    
[image: image232.wmf](
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 по (3.5).

4.  Построить график автокорреляционной функции 
[image: image233.wmf](
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 и нормированной корреляционной функции 
[image: image234.wmf](

)

τ

ξ

r

.

5.  Выполнить аппроксимацию нормированной корреляционной функции 
[image: image235.wmf](
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 экспоненциальными функциями в следующей последовательности:

       5.1 Выбрать число 
[image: image236.wmf]n

 членов в выражении (3.11) из соображений допустимой сложности выражения (3.8) с одной стороны, и ожидаемой точности аппроксимации с другой стороны. Эти соображения альтернативны, так как с ростом 
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 одновременно растет сложность и точность аппроксимации.

       5.2 Выбрать подходящее значение 
[image: image238.wmf]c

 в выражении (3.11) так, чтобы функция 
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 стремилась к нулю приблизительно с такой же скоростью, как и 
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       5.3 По выражению (3.13) определить значения функций 
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       5.4  Используя функции 
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Для этой цели составляются таблицы произведений дискретных значений 
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, а интегралы заменяются соответствующим суммированием:
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      5.5 Представить автокорреляционную функцию в виде суммы
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Значения 
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 и 
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 вычислены в пп. 5.3 и 5.4.

      5.6 После приведения подобных членов для автокорреляционной функции получим выражение
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и пронормируем ее, разделив на коэффициент, равный значению 
[image: image252.wmf](
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[image: image253.wmf]0
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6.  Построить график рассчитанной корреляционной функции. Оценить погрешность аппроксимации, сравнив результат расчета с нормированной корреляционной функцией, заданной в лабораторной работе № 1.

      К аппроксимации автокорреляционной функции даже в рамках корреляционной теории нужно подходить осторожно, чтобы не допустить грубой ошибки. На одной из них остановимся более подробно.

      С помощью выражения (3.8) при бесконечном увеличении числа членов 
[image: image254.wmf]n

 можно получить сколь угодно точную аппроксимацию автокорреляционной функции реального процесса. Однако большое число членов в аппроксимации (3.8) сильно осложняет использование этого выражения в дальнейших расчетах. Поэтому было рекомендовано выбирать число членов 
[image: image255.wmf]n

 по виду автокорреляционной функции реального процесса, предполагая при этом два альтернативных требования к аппроксимирующему выражению: его точность и сложность. Однако не всякая кривая, обладающая основными свойствами автокорреляционной функции, т.е.
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                      (3.20)

является автокорреляционной функцией реального случайного процесса. Доказано, что кривая, удовлетворяющая условиям (3.20), является автокорреляционной функцией только в том случае, если полученная из автокорреляционной функции спектральная плотность удовлетворяет условию
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    (3.21)

 Для аппроксимации автокорреляционной функции (3.8) условие (3.21) не использовалось, поэтому может оказаться, что выражение (3.8), полученное в результате аппроксимации с конечным числом членов, вообще не является автокорреляционной функцией какого-либо случайного стационарного процесса, так как при аппроксимации автокорреляционной функции выражением (3.19) могут быть получены такие значения параметров 
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, при которых условие (3.21) не выполняется.


 В этом случае необходимо увеличить число членов аппроксимации 
[image: image259.wmf](
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 и вычислить заново коэффициенты в уравнении (3.8).

Содержание отчета


     Отчет должен содержать: название, цель работы; формулы для расчета значений   корреляционной   функции ;  графики  корреляционной   и 
нормированной корреляционной функции; формулы и результаты аппроксимации корреляционной функции; выводы.

Контрольные вопросы

1.  Какой случайный процесс называется стационарным?

2.  Как различается стационарность в узком смысле и стационарность в широком смысле?
3.  Дайте определение эргодического стационарного случайного процесса.

4.  Охарактеризуйте основные свойства корреляционной функции.

5.  Какова связь между корреляционной функцией и спектральной плотностью?

6.  Что называется корреляционной функцией? Как она вычисляется и нормируется?

7.  От чего зависит точность аппроксимации?
Лабораторная работа № 4

Определение спектральной плотности 

эргодических стационарных случайных процессов

      Цель работы: изучение методики определения спектральной плотности по заданной аналитически корреляционной функции и метода «приближения» кривых спектральной плотности, основанного на применении функции Лягерра.

Содержание работы

       Спектральная плотность 
[image: image260.wmf](
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 определяется как преобразование Фурье от корреляционной функции 
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       Спектральная плотность является положительной во всем диапазоне частот 
[image: image263.wmf]¥

±

   

до

   

0

   

от

.

       Если известна спектральная плотность случайной функции, то, пользуясь обратным преобразованием Фурье, можно получить корреляционную функцию
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       Соотношения (4.1) и (4.2) между корреляционной функцией и спектральной плотностью имеют исключительно большое значение для теории стационарных случайных процессов.

       Значение этих соотношений прежде всего заключается в том, что они позволяют определить функцию спектральной плотности 
[image: image265.wmf](
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 по заданной аналитически или графически корреляционной функции 
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 по заданной спектральной плотности. Последнее возможно, но на практике не применяется.

     Кроме того, значение соотношений (4.1) и (4.2) заключается в том, что они позволяют использовать при изучении связи между функциями 
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 все известные свойства преобразования Фурье. Так например, если 
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. Чем уже функция 
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, тем более пологой и широкой является функция 
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 стремится к нулю в течение очень короткого промежутка времени 
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, то 
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 сохраняет приблизительно постоянное значение и т.д.

     Доказано [5], что спектральные плотности случайных сигналов, автокорреляционные функции которых могут быть заданы в виде (3.6) и (3.7), выражаются с помощью дробно-рациональной функции, т.е. в виде отношения двух полиномов, содержащих четные степени частоты.

      Предположим, что автокорреляционная функция может быть приближенно представлена выражением (3.6). тогда спектральная плотность соответствующего случайного процесса определяется формулой
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или
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(4.3)
где 
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, а величины 
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 определены в ходе выполнения лабораторной работы № 3.

     Спектральная плотность может быть получена и непосредственно по реализации без предварительного вычисления корреляционной функции. Например, при обработке записи стационарного случайного процесса 
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     Одним из методов определения спектральной плотности по записи стационарного случайного процесса является метод «приближения», основанный на применении функций Лягерра.

     Для пояснения идеи метода необходимо привести некоторые сведения о полиномах Лягерра. Функцией Лягерра 
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 - го порядка называется
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  Преобразование Фурье 
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(4.5)
  Применяя теорему о вычетах, можно показать, что
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и при 
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Причем 
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     Имея в виду данное выше определение функций Лягерра, заметим, что если некоторая функция 
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 удовлетворяет условиям
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то ее можно разложить в ряд
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(4.8)

где
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(4.9)
  Следовательно, учитывая (4.8) и (4.9), можно записать:
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  Предположим теперь, что нам задан график некоторой стационарной случайной функции 
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, определив ее следующим образом:
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  Тогда ее преобразование Фурье будет иметь вид

[image: image302.wmf](

)

(

)

ò

×

×

=

×

-

T

t

j

T

T

dt

t

j

0

ω

,

e

ξ

ω

ξ



(4.11)
и в качестве спектральной плотности этой функции при достаточно больших 
[image: image303.wmf]T

 приближенно можно рассматривать выражение
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   Разложим функцию 
[image: image305.wmf](

)

t

T

ξ

 в ряд по функциям Лягерра, т.е. предположим, что
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   Так как функции Лягерра образуют полную ортогональную систему функций, обращающихся в нуль при 
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, то при достаточно большом 
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 равенство (4.13) будет удовлетворяться с любой степенью точности, причем коэффициенты ряда должны быть вычислены по формуле
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   Интеграл вида (4.14) может быть вычислен графически путем перемножения ординат кривых 
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 и 
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 и планиметрирования площади, ограниченной получившейся результирующей кривой. Для облегчения такого рода вычислений в приложении 1 дана таблица функций Лягерра для значений 
[image: image312.wmf]ν

 от 0 до 5.

Если же коэффициенты 
[image: image313.wmf]ν

c

 вычислены, то представление спектральной плотности в виде дробно-рациональной функции уже не представляет большого труда.

Действительно, взяв преобразование Фурье от обеих частей равенства (4.13), получим:
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и, следовательно,
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Так как каждая из функций 
[image: image316.wmf](
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 представляет собой дробно-рациональную функцию вида (4.5), то и 
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 будет представлять собой дробно-рациональную функцию. Заметим, что первый множитель в правой части (4.16), заключенный в квадратные скобки, содержит все полюсы на мнимой оси в верхней полуплоскости, а второй множитель – в нижней полуплоскости.

Порядок выполнения работы

1.  Получить аналитическое выражение и построить спектральную плотность 
[image: image318.wmf](
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 для стационарного случайного процесса, нормированная корреляционная функция которого 
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 задана в лабораторной работе № 1, используя выражение (4.1).

2.  Получить аналитическое выражение и построить спектральную плотность 
[image: image320.wmf](

)

ω

ξ

S

, используя выражение (4.3).

3.  Определить спектральную плотность 
[image: image321.wmf](
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 по реализации стационарного случайного процесса методом «приближения», основанного на применении функций Лягерра, в следующей последовательности:

Выбрать число 
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 в выражении (4.4) из соображений допустимой сложности выражения (4.5). Рекомендуется выбирать 
[image: image323.wmf]5
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Используя функции 
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, приведенные в приложении , вычислить коэффициенты ряда по выражению (4.14)
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Для этой цели составляются таблицы произведений дискретных значений 
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, а интегралы заменяются соответствующим суммированием
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   (4.17)

Величины 
[image: image329.wmf]N

 и 
[image: image330.wmf]D
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 вычислены в лабораторной работе № 1. Дискретное значение реализации случайного процесса 
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Величина 
[image: image333.wmf](
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 является оценкой математического ожидания и найдена в лабораторной работе № 1. Так как период наблюдения 
[image: image334.wmf]T

 случайного процесса может превышать максимальное табличное значение 
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 временного параметра функции Лягерра, то в этом случае необходимо отмасштабировать период наблюдения случайного процесса следующим образом: 
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где 
[image: image337.wmf]T

 – период наблюдения случайного процесса; 
[image: image338.wmf]x

 – масштабный коэффициент (любое положительное целое число). Тогда в выражении (4.17) значением аргумента функций 
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По формуле (4.5) для выбранного значения 
[image: image342.wmf]ν

 определяются преобразования Фурье для функций Лягерра. Если в п. 3.2 был введен масштабный коэффициент 
[image: image343.wmf]x

, то при определении преобразования Фурье для функций Лягерра 
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 в качестве аргумента нужно принять величину 
[image: image345.wmf]x

×

=

*

ω

ω

, т.е. вычислять 
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По формуле (4.16) определяется выражение спектральной плотности 
[image: image347.wmf](
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 стационарного случайного процесса.

4.  Построить графики спектральных плотностей 
[image: image348.wmf](
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 по фрмулам, рассчитанным в пп. 1 – 3. Оценить погрешность расчета спектральной плотности.

                                     Содержание отчета

Отчет должен содержать: название, цель работы; формулы для расчета спектральной плотности; графики спектральных плотностей; выводы.

Контрольные вопросы

1.  Каковы задачи статистического анализа?

2.  Назовите основные характеристики стационарного случайного процесса и дайте их определения.

3.  Какова связь между корреляционной функцией и спектральной плотностью?

4.  Каков физический смысл спектральной плотности?
Приложение 
Таблицы функций Лягерра
	t
	L0
	L1
	L2
	L3
	L4
	L5

	0,00
	1,4142
	-1,4142
	1,4142
	-1,4142
	1,4142
	-1,4142

	0,01
	1,4001
	-1,3721
	1,3444
	-1,3169
	1,2898
	-1,2629

	0,02
	1,3862
	-1,3307
	1,2764
	-1,2232
	1,1710
	-1,1199

	0,03
	1,3724
	-1,2901
	1,2102
	-1,1327
	1,0577
	-0,98490

	0,04
	1,3587
	-1,2500
	1,1457
	-1,0456
	0,94957
	-0,85758

	0,05
	1,3452
	-1,2106
	1,0829
	-0,96161
	0,84660
	-0,73766

	0,06
	1,3312
	-1,1714
	1,0211
	-0,88010
	0,74791
	-0,62419

	0,07
	1,3186
	-1,1340
	0,96231
	-0,80294
	0,65532
	-0,51887

	0,08
	1,3055
	-1,0966
	0,90443
	-0,72808
	0,56670
	-0,41946

	0,09
	1,2925
	-1,0598
	0,84813
	-0,65610
	0,48255
	-0,32635

	0,1
	1,2796
	-1,0237
	0,79337
	-0,58692
	- 0,40274
	-0,23298

	0,2
	1,1578
	-0,69472
	0,32420
	-0,03396
	-0,18711
	0.34900

	0,3
	1,0477
	-0,41907
	-0,02095
	0,31011
	-0,48046
	0,55909

	0,4
	0,94797
	-0,18959
	-0,26543
	0,49800
	-0,57283
	0,54103

	0,5
	0,85766
	0,00000
	-0,42888
	0,55897
	-0,53610
	0,39993

	0,6
	0,77614
	0,15523
	-0,52777
	0,56503
	-0,42346
	0,20857

	0,7
	0,70228
	0,28091
	-0,57586
	0,50376
	-0,27337
	0,01251

	0,8
	0,63545
	0,38127
	-0,58461
	0,40838
	-0,11285
	-0,15969

	0,9
	0,57497
	0,45998
	-0,56347
	0,29438
	0,03990
	-0,29296

	1,0
	0,52026
	0,52026
	-0,52026
	0,17342
	0,17341
	-0,38151

	1,1
	0,47075
	0,56490
	-0,46134
	0,05398
	0,28123
	-0,42566

	1,2
	0,42595
	0,59633
	-0,39188
	-0,05792
	0,36051
	-0,42952

	1,3
	0,38542
	0,61667
	-0,31604
	-0,15828
	0,41114
	-0,39964

	1,4
	0,34874
	0,62773
	-0,23714
	-0,24458
	0,43496
	-0,34331

	1,5
	0,31555
	0,63111
	-0,15777
	-0,31555
	0,43389
	-0,26824

	1,6
	0,28552
	0,62815
	-0,07995
	-0,37080
	0,41221
	-0,18152

	1,7
	0,25838
	0,62005
	-0,00517
	-0,41061
	0,37341
	-0,08972

	1,8
	0,23376
	0,60779
	0,06545
	-0,43574
	0,32129
	0,00161

	1,9
	0,21169
	0,59273
	0,13124
	-0,44764
	0,25967
	0,08806

	2,0
	0,19139
	0,57418
	0,19139
	-0,44658
	0,19140
	0,.16587


Продолжение приложения



-0,43632
	0,12159
	0,23103

	2,2
	0,15670
	0,53248
	0,29459
	-0,41410
	0,04821
	0,28694

	2,3
	0,14179
	0,51043
	0,33745
	-0,38529
	-0,02188
	0,32743

	2,4
	0,12829
	0,48752
	0,37462
	-0,34999
	-0,08845
	0,35427

	2,5
	0,11608
	0,46434
	0,40630
	-0,30956
	-0,14995
	0,36759

	2,6
	0,10504
	0,44116
	0,43276
	-0,26525
	-0,20522
	0,36820

	2,7
	0,09504
	0,41819
	0,45431
	-0,21822
	-0,25343
	0,35704

	2,8
	0,08600
	0,39559
	047127
	-0,16947
	-0,29414
	0,33558

	2,9
	0,07781
	0,37351
	0,48400
	-0,11993
	-0,32703
	0,30522

	3,0
	0,07041
	0,35205
	0,49287
	-0,07041
	-0,35205
	0,26657

	3,1
	0,06371
	0,33129
	0,49820
	-0,02158
	-0,36932
	0,22407

	3,2
	0,05764
	0,31129
	0,50037
	0,02596
	-0,37915
	0,17635

	3,3
	0,05216
	0,29210
	0,49970
	0,07170
	-0,38193
	0,12589

	3,4
	0,04720
	0,27374
	0,49651
	0,11541
	-0,37817
	0,07411

	3,5
	0,04270
	0,25623
	0,49111
	0,15658
	-0,36834
	0,02208

	3,6
	0,03864
	0,23958
	0,48379
	0,19506
	-0,35311
	-0,02889

	3,7
	0,03496
	0,22377
	0,47481
	0,23067
	-0,33305
	-0,07794

	3,8
	0,03164
	0,20881
	0,46443
	0,26331
	-0,30884
	-0,12413

	3,9
	0,02862
	0,19466
	0,45287
	0,29289
	-0,28103
	-0,16692

	4,0
	0,02590
	0,18131
	0,44273
	0,31946
	-0,25041
	-0,20549

	4,1
	0,02344
	0,16875
	0,42702
	0,34300
	-0,21738
	-0,23959

	4,2
	0,02121
	0,15693
	0,41311
	0,36357
	-0,18256
	-0,26899

	4,3
	0,01919
	0,14583
	0,39874
	0,38125
	-0,14654
	-0,29341

	4,4
	0,01736
	0,13543
	0,38406
	0,39619
	-0,10976

-0,07270
	-0,31264

	4,5
	0,01571
	0,12568
	0,36919
	0,40848
	
	-0,32676

	4,6
	0,01421
	0,11656
	0,35424
	0,41824
	-0,03568
	-0,33598

	4,7
	0,01286
	0,10804
	0,33931
	0,42563
	0,00088
	-0,34042

	4,8
	0,01164
	0,10009
	0,32448
	0,43081
	0,03666
	-0,34032

	4,9
	0,01053
	0,09267
	0,30982
	0,43393
	0,07138
	-0,33577


Продолжение приложения                                               
	t
	L0
	L1
	L2
	L3
	L4
	L5

	5,0
	0,00952
	0,08575
	0,29539
	0,43515
	0,10482
	-0,32718

	5,1
	0,00862
	0,07932
	0,28125
	0,43462
	0,13677
	-0,31491

	5,2
	0,00780
	0,07333
	0,26744
	0,43249
	0,16705
	-0,29929

	5,3
	0,00705
	0,06776
	0,25399
	0,42892
	0,19554
	-0,28060

	5,4
	0,00638
	0,06259
	0,24093
	0,42407
	0,22218
	-0,25933

	5,5
	0,00577
	0,05779
	0,22829
	0,41805
	0,24683
	-0,23508

	5,6
	0,00522
	0,05334
	0,21608
	0,41102
	0,26951
	-0,21021

	5,7
	0,00473
	0,04921
	0,20432
	0,40307
	0,29017
	-0,18333

	5,8
	0,00428
	0,04538
	0,19301
	0,39437
	0,30877
	-0,15501

	5,9
	0,00387
	0,04184
	0,18216
	0,38501
	0,32539
	-0,12580

	6,0
	0,00350
	0,03856
	0,17177
	0,37507
	0,34011
	-0,08025

	6,1
	0,00317
	0,03552
	0,16182
	0,36475
	0,35263
	-0,06573

	6,2
	0,00287
	0,03271
	0,15233
	0,35393
	0,36366
	-0,03615

	6,3
	0,00259
	0,03012
	0,14329
	0,34294
	0.37267
	-0,00614

	6,4
	0,00234
	0,02772
	0,13469
	0,33168
	0,38004
	0,02318

	6,5
	0,00212
	0,02551
	0,12651
	0,32032
	0,38571
	0,05203

	6,6
	0,00192
	0,02347
	0,11874
	0,30888
	0,38977
	0,08021

	6,7
	0,00174
	0,02158
	0,11137
	0,29746
	0,39238
	0,10737

	6,8
	0,00157
	0,01984
	0,10439
	0,28605
	0,39368
	0,13331

	6,9
	0,00142
	0,01824
	0,09780
	0,27472
	0,39363
	0,15823

	7,0
	0,00128
	0,01676
	0,09156
	0,26349
	0,39249
	0,18150

	7,1
	0,00116
	0,01540
	0,08567
	0,25245
	0,39016
	0,20384

	7,2
	0,00105
	0,01414
	0,08012
	0,24159
	0,38689
	0,22452

	7,3
	0,00095
	0,01299
	0,07488
	0,23095
	0,38264
	0,24382

	7,4
	0,00086
	0,01192
	0,06995
	0,22054
	0,37757
	0,26162

	7,5
	0,00078
	0,01095
	0,06531
	0,210391
	0,37185
	0,27778

	7,6
	0,00070
	0,01005
	0,06095
	0,20053
	0,36535
	0,29274

	7,7
	0,00004
	0,00922
	0,05085
	0,19033
	0,35833
	0,30589

	7,8
	0,00057
	0,00845
	0,05300
	0,18166
	0,35080
	0,31774


Продолжение приложения
	t
	L0
	L1
	L2
	L3
	L4
	L5

	7,9
	0,00052
	0,00775
	0,04940
	0,17266
	0,34283
	0,32806

	8,0
	0,00047
	0,00711
	0,04601
	0,16775
	0,33445
	0,34724

	8,1
	0,00042
	0,00652
	0,04284
	0,15562
	0,32579
	0,34463

	8,2
	0,00038
	0,00598
	0,03988
	0,14757
	0,31687
	0,35091

	8,3
	0,00035
	0,00548
	0,03710
	0,13982
	0,30774
	0,35592

	8,4
	0,00031
	0,00502
	0,03451
	0,13239
	0,29847
	0,35971

	8,5
	0,00028
	0,00460
	0,03208
	0,12526
	0,28910
	0,36234

	8,6
	0,00020
	0,00421
	0,02981
	0,11844
	0,27967
	0,36389

	8,7
	0,00023
	0,00386
	0,02770
	0,11192
	0,27021
	0,36441

	8,8
	0,00021
	0,00353
	0,02572
	0,10569
	0,26077
	0,36399

	8,9
	0,00019
	0,00324
	0,02388
	0,09972
	0,25138
	0,36265

	9,0
	0,00017
	0,00296
	0,02210
	0,09407
	0,24207
	0,36040

	9,1
	0,00015
	0,00271
	0,02056
	0,08867
	0,23286
	0,35752

	9,2
	0,00014
	0,00248
	0,01907
	0,08353
	0,22377
	0,35386

	9,3
	0,00012
	0,00227
	0,01768
	0,07865
	0,21483
	0,34955

	9,4
	0,00011
	0,00208
	0,01639
	0,07401
	0,20600
	0,34406

	9,5
	0,00010
	0,00190
	0,01519
	0,06961
	0,1У746
	0,33923

	9,0
	0,00009
	0,00174
	0,.01407
	0,06544
	0,18906
	0,33332

	9,7
	0,00008
	0,00159
	0,01303
	0,06149
	0,1У086
	0,32701

	9,8
	0,00007
	0,00145
	0,01206
	0,05775
	0,17288
	0,32029

	9,9
	0,00007
	0,00133
	0,01117
	0,05421
	0,16511
	0,31328

	10,0
	0,00000
	0,00121
	0,01033
	0,05087
	0,15758
	0,30958

	10,1
	0,00005
	0,00111
	0,00950
	0,04771
	0,15027
	0,29845

	10,2
	0,00005
	0,00101
	0,00884
	0,04472
	0,14321
	0,29073

	10,3
	0,00004
	0,00093
	0,00818
	0,04191
	0,13637
	0,28286

	10,4
	0,00004
	0,00085
	0,00756
	0,03926
	0,12978
	0,27487

	10,5
	0,00003
	0,00077
	0,00699
	0,03676
	0,12342
	0,26681

	10,0
	0,00003
	0,00071
	0,00645
	0,03440
	0,11730
	0,258С9

	10,7
	0,00003
	0,00065
	0,00596
	0,03219
	0,11141
	0,25055

	10,8
	0,00002
	0,00059
	0,00551
	0,03010
	0,10575
	0,24242

	10,9
	0,00002
	0,00054
	0,00509
	0,02814
	0,10031
	0,23431


  Продолжение приложения
	t
	L0
	L1
	L2
	L3
	L4
	L5

	11,0
	0,00002
	0,00049
	0,00470
	0,02630
	0,09511
	0,22626

	11,1
	0,00002
	0,00045
	0,00433
	0,02457
	0,09010
	0,21827

	11,2
	0,00001
	0,00041
	0,00400
	0,02295
	0,08535
	0,21039

	11,3
	0,00001
	0,00037
	0,00369
	0,02142
	0,08083
	0,20259

	11,4
	0,00001
	0,00034
	0,00340
	0,01999
	0,07643
	0,19495

	11,5
	0,00001
	0,00031
	0,00314
	0,01865
	0,07227
	0,18743

	11,6
	0,00001
	0,00028
	0,00289
	0,01740
	0,06830
	0,18005

	11,7
	0,00001
	0,00026
	0,00207
	0,01622
	0,06451
	0,17264

	11,8
	0,00001
	0,00023
	0,00246
	0,01512
	0,06091
	0,16577

	11,9
	0,00000
	0,00021
	 0,00227
	0,01409
	0,05748
	0,15889

	12,0
	0,00000
	0,00019
	0,00209
	0,01311
	0,05425
	0,15215

	12,1
	0,00000
	0,00018
	0,00192
	0,01222
	0,05113
	0,14566

	12,2
	0,00000
	0,00016
	0,00177
	0,01139
	0,04819
	0,13932

	12,3
	0,00000
	0,00015
	0,00163
	0,01059
	0,04539
	0,13316

	12,4
	0,00000
	0,00013
	0,00150
	0,00986
	0,04275
	0,12720

	12,5
	0,00000
	0,00012
	0,00138
	0,00917
	0,04024
	0,12143

	12,6
	0,00000
	0,00011
	0,00127
	0,00853
	0,03786
	0,11585

	12,7
	0,00000
	0,00010
	0,00117
	0,00793
	0,03561
	0,11046

	12,8
	0,00000
	0,00009
	0,00108
	0,00737
	0,03348
	0,10526

	12,9
	0,00000
	0,00008
	0,00099
	0,00688
	0,03146
	0,10025

	13,0
	0,00000
	0,00007
	0,00091
	0,00636
	0,02956
	0,09542

	13,1
	0,00000
	0,00007
	0,00084
	0,00591
	0,02776
	0,09077

	13,2
	0,00000
	0,00006
	0,00077
	0,00549
	0,02606
	0,08631

	13,3
	0,00000
	0,00006
	0,00071
	0,00510
	0,02446
	0,08202

	13,4
	0,00000
	0,00005
	0,00065
	0,00473
	0,02295
	0,07791

	13,5
	0,00000
	0,00005
	0,00060
	0,00439
	0,02152
	0,07457

	13,6
	0,00000
	0,00004
	0,00055
	0,00407
	0,02017
	0,07019

	13,7
	0,00000
	0,00004
	0,00051
	0,00378
	0,01890
	0,06657

	13,8
	0,00000
	0,00003
	0,00046
	0,00350
	0,01772
	0,06311

	13,9
	0,00000
	0,00003
	0,00043
	0,00325
	0,01659
	0,05980

	14,0
	0,00000
	0,00003
	0,00039
	0,00301
	0,01555
	0,05605


Продолжение приложения
	t
	L0
	L1
	L2
	L3
	L4
	L5

	14,1
	0,00000
	0,00002
	0,00036
	0,00279
	0,01455
	0,05363

	14,2
	0,00000
	0,00002
	0,00033
	0,00259
	0,01322
	0,05055

	14,3
	0,00000
	0,00002
	0,00030
	0,00240
	0,01273
	0,04801

	14,4
	0,00000
	0,00002
	0,00028
	0,00222
	0,01191
	0,04539

	14,5
	0,00000
	0,00002
	0,00025
	0,00206
	0,01113
	0,04291

	14,6
	0,00000
	0,00001
	0,00023
	0,00190
	0,01041
	0,04053

	14,7
	0,00000
	0,00001
	0,00021
	0,00176
	0,00973
	0,03829

	14,8
	0,00000
	0,00001
	0,00020
	0,00163
	0,00909
	0,03615

	14,9
	0,00000
	0,00001
	0,00018
	0,00151
	0,00849
	0,03411

	15,0
	0,00000
	0,00001
	0,00016
	0,00140
	0,00793
	0,03218

	15.1
	0,00000
	0,00001
	0,00015
	0,00129
	0,00740
	0,03035

	15.2
	0,00000
	0,00001
	0,00014
	0,00119
	0,00691
	0,02861

	15.3
	0,00000
	0,00000
	0,00013
	0,00110
	0,00644
	0,02696

	15.4
	0,00000
	0,00000
	0,00011
	0,00102
	0,00601
	0,02540

	15.5
	0,00000
	0,00000
	0,00011
	0,00094
	0,00560
	0,02393

	15.6
	0,00000
	0,00000
	0,00010
	0,00087
	0,00523
	0,02252

	15.7
	0,00000
	0,00000
	0,00009
	0,00081
	0,00487
	0,02119

	15.8
	0,00000
	0,00000
	0,00008
	0,00074
	0,00454
	0,01994

	15.9
	0,00000
	0,00000
	0,00007
	0,00069
	0,00423
	0,01875

	16.0
	0,00000
	0,00000

0,00000
	0,00007
	0,00063
	0,00394
	0,01814

	16.1
	0,00000
	
	0,00006
	0,00059
	0,00367
	0,01657

	16.2
	0,00000
	0,00000
	0,00006
	0,00054
	0,00342
	0,01557

	16.3
	0,00000
	0,00000
	0,00005
	0,00050
	0,00318
	0,01519

	16.4
	0,00000
	0,00000
	0,00005
	0,00046
	0,00296
	0,01374

	16.5
	0,00000
	0,00000
	0,00004
	0,00042
	0,00275
	0,01290

	16.6
	0,00000
	0,00000
	0,00004
	0,00039
	0,00256
	0,01211

	16.7
	0,00000
	0,00000
	0,00003
	0,00036
	0,00238
	0,01136

	16.8
	0,00000
	0,00000
	0,00003
	0,00033
	0,00222
	0,01066

	16.9
	0,00000
	0,00000
	0,00003
	0,00031
	0,00206
	0,00999

	17.0
	0,00000
	0,00000
	0,00003
	0,00028
	0,00191
	0,00935

	17.1
	0,00000
	0,00000
	0,00002
	0,00026
	0,00178
	0,00878


Окончание приложения
	t
	L0
	L1
	L2
	L3
	L4
	L5

	17,2
	0,00000
	0,00000
	0,00002
	0,00024
	0,00165
	0,00823

	17,3
	0,00000
	0,00000
	0,00002
	0,00022
	0,00154
	0,00771

	17,4
	0,00000
	0,00000
	0,00002
	0,00020
	0,00143
	0,00722

	17,5
	0,00000
	0,00000
	0,00001
	0,00019
	0,00133
	0,00676

	17,6
	0,00000
	0,00000
	0,00001
	0,00017
	0,00123
	0,00633

	17,7
	0,00000
	0,00000
	0,00001
	0,00016
	0,00114
	0,00592

	17,8
	0,00000
	0,00000
	0,00001
	0,00015
	0,00106
	0,00554

	17,9
	0,00000
	0,00000
	0,00001
	0,00013
	0,00098
	0,00519

	18,0
	0,00000
	0,00000
	0,00001
	0,00012
	0,00091
	0,00485

	18,2
	0,00000
	0,00000
	0,00001
	0,00010
	0,00079
	0,00424

	18,4
	0,00000
	0,00000
	0,00000
	0,00009
	0,00068
	0,00370

	18,6
	0,00000
	0,00000
	0,00000
	0,00007
	0,00058
	0,00323

	18,8
	0,00000
	0,00000
	0,00000
	0,00006
	0,00050
	0,00282

	19,0
	0,00000
	0,00000
	0,00000
	0,00005
	0,00042
	0,00247

	19,2
	0,00000
	0,00000
	0,00000
	0,00004
	0,00037
	0,00214

	19,4
	0,00000
	0,00000
	0,00000
	0,00004
	0,00031
	0,00186

	19,6
	0,00000
	0,00000
	0,00000
	0,00003
	0,00027
	0,00165

	19,8
	0,00000
	0,00000
	0,00000
	0,00002
	0,00023
	0,00140

	20,0
	0,00000
	0,00000
	0,00000
	0,00002
	0,00020
	0,00122
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